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Deskriptiv statistik - en variabel
Stickprovsmedelvärde

̄𝑥 =
∑𝑛

𝑖=1 𝑥𝑖
𝑛

Stickprovsvarians

𝑠2
𝑥 =

∑𝑛
𝑖=1(𝑥𝑖 − ̄𝑥)2

𝑛 − 1
Stickprovsstandardavvikelse

𝑠𝑥 = √𝑠2
𝑥

Standardisering - stickprov

𝑧𝑥 = 𝑥 − ̄𝑥
𝑠𝑥

Deskriptiv statistik - två variabler
Stickprovskovarians

𝑠𝑥𝑦 = Cov(𝑥, 𝑦) =
∑𝑛

𝑖=1(𝑥𝑖 − ̄𝑥)(𝑦𝑖 − ̄𝑦)
𝑛 − 1

Stickprovskorrelation

𝑟𝑥𝑦 = Corr(𝑥, 𝑦) =
𝑠𝑥𝑦

𝑠𝑥𝑠𝑦
=

∑alla data 𝑧𝑥𝑧𝑦

𝑛 − 1

Enkel linjär regression - estimation
Skattad regressionsmodell

̂𝑦 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥

Skattning av lutningen

𝑏1 =
𝑠𝑥𝑦

𝑠2
𝑥

= 𝑟𝑥𝑦 ⋅
𝑠𝑦

𝑠𝑥

Skattning av interceptet

𝑏0 = ̄𝑦 − 𝑏1 ̄𝑥
Residualvarians

𝑠2
𝑒 =

∑𝑛
𝑖=1(𝑦𝑖 − ̂𝑦𝑖)2

𝑛 − 2
Prediktion för 𝑥 = 𝑥𝑖

̂𝑦𝑖 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥𝑖

Multipel linjär regression (𝑘 = 1 för enkel)
Skattad regressionsmodell

̂𝑦 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥1 + 𝑏2𝑥2 + … + 𝑏𝑘𝑥𝑘

Skattningarna 𝑏0, 𝑏1, … , 𝑏𝑘 ges av datorutskift.

Residualvarians

𝑠2
𝑒 =

∑𝑛
𝑖=1(𝑦𝑖 − ̂𝑦𝑖)2

𝑛 − 𝑘 − 1
Prediktion för 𝑥 = 𝑥𝑖

̂𝑦𝑖 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥1,𝑖 + 𝑏2𝑥2,𝑖 + … + 𝑏𝑘𝑥𝑘,𝑖

ANOVA-uppdelning

SST = SSR+ SSE

SST =
𝑛

∑
𝑖=1

(𝑦𝑖 − ̄𝑦)2

SSE =
𝑛

∑
𝑖=1

(𝑦𝑖 − ̂𝑦𝑖)2

SSR =
𝑛

∑
𝑖=1

( ̂𝑦𝑖 − ̄𝑦)2

Anpassningsmått

𝑅2 = SSR
SST = 1 − SSE

SST

𝑅2
adj = 1 − SSE /(𝑛 − 𝑘 − 1)

SST /(𝑛 − 1)
För enkel linjär regression gäller att 𝑅2 = 𝑟2

𝑥𝑦

Transformationer - Tukeys cirkel

transformation 
av responsen Potens

Prediktion
i y-skala 

" "

Korsvalidering
Datamaterialets observationer 𝒟 = {1, 2, … , 𝑛} delas upp i
𝐾 delar, där varje observation är med i exakt en del.

Test

Träning

Fold 1

Fold 2

Fold 3

Fold 4

Skattning av modellens prognosförmåga på nya data:

SSEcv = ∑
𝑖∈𝒯1

(𝑦𝑖 − ̂𝑦(1)
𝑖 )

2
+ … + ∑

𝑖∈𝒯𝐾

(𝑦𝑖 − ̂𝑦(𝐾)
𝑖 )

2

RMSEcv = √SSEcv
𝑛 ,

• 𝒯𝑘 ⊂ 𝒟 är alla observationer som är testdata i fold 𝑘
• ∑𝑖∈𝒯𝑘

är summan över alla testdata i fold 𝑘
• ̂𝑦(𝑘)

𝑖 är prediktionen av 𝑦𝑖 i fold 𝑘 från en modell skat-
tad på alla data förutom testdata i 𝒯𝑘.



Sannolikhetslära
Additionssatsen

𝑃(A ∪ B) = 𝑃(A) + 𝑃(B) − 𝑃(A ∩ B)

Multiplikationssatsen

𝑃(A ∩ B) = 𝑃(B|A)𝑃(A) = 𝑃(A|B)𝑃(B)

Lagen om total sannolikhet - grundversion

𝑃(A) = 𝑃(A|B)𝑃(B) + 𝑃(A|B𝑐)𝑃(B𝑐)

där B𝑐 är komplementhändelsen till B.

Lagen om total sannolikhet - allmän partitionering

𝑃(A) =
𝐾

∑
𝑘=1

𝑃(A|B𝑘)𝑃(B𝑘)

där B1, … ,B𝐾 är en partitionering av utfallsrummet.

Bayes sats - grundversion

𝑃(B|A) = 𝑃(A|B)𝑃(B)
𝑃(A)

Bayes sats - allmän partitionering

𝑃(B𝑘 |A) = 𝑃(A|B𝑘)𝑃(B𝑘)
𝑃(A)

Kombinatorik
Fakultet (eng. factorial) av positiva heltalet 𝑛

𝑛! = 𝑛 ⋅ (𝑛 − 1) ⋅ (𝑛 − 2) ⋯ 2 ⋅ 1

och 0! = 1 per definition.

Kombinationer och permutationer

Hur många sätt att välja 𝑘 element bland 𝑛 element?
med återläggning utan återläggning

med ordning 𝑛𝑘
𝑛𝑃𝑘 = 𝑛!

(𝑛−𝑘)!
utan ordning ej på kurs 𝑛𝐶𝑘 = 𝑛!

(𝑛−𝑘)!𝑘!

Slumpvariablers egenskaper - en variabel
𝑋 är en diskret variabel med sannolikhetfördelning 𝑃(𝑥).

Väntevärde (eng. expected value)

𝜇 = 𝐸(𝑋) = ∑
alla 𝑥

𝑥 ⋅ 𝑃(𝑥)

Varians (eng. variance)

𝜎2 = Var(𝑋) = ∑
alla 𝑥

(𝑥 − 𝜇)2 ⋅ 𝑃(𝑥) = 𝐸(𝑋2) − 𝜇2

Standardavvikelse (eng. standard deviation)

𝜎 = SD(𝑋) = √Var(𝑋)

Väntevärde linjärkombination (𝑐 och 𝑑 är konstanter)

𝐸(𝑐 + 𝑑 ⋅ 𝑋) = 𝑐 + 𝑑 ⋅ 𝐸(𝑋)

Varians linjär kombination

Var(𝑐 + 𝑑 ⋅ 𝑋) = 𝑑2 ⋅ Var(𝑋)

Slumpvariablers egenskaper - två variabler
Kovarians mellan två slumpvariabler X och Y

Cov(𝑋, 𝑌) = 𝐸((𝑋−𝐸(𝑋))(𝑌−𝐸(𝑌))) = 𝐸(𝑋𝑌)−𝐸(𝑋)𝐸(𝑌)

Kovarians mellan två diskreta slumpvariabler X och Y

Cov(𝑋, 𝑌) = ∑
alla par (𝑥,𝑦)

𝑃(𝑥, 𝑦)(𝑥 − 𝐸(𝑋))(𝑦 − 𝐸(𝑌))

där 𝑃(𝑥, 𝑦) är simultanfördelningen för 𝑋 och 𝑌.

Korrelation mellan två slumpvariabler X och Y

Corr(𝑋, 𝑌) = Cov(𝑋, 𝑌)
SD(𝑋) ⋅ SD(𝑌)

Väntevärde för en summa av två slumpvariabler

𝐸(𝑋 + 𝑌) = 𝐸(𝑋) + 𝐸(𝑌)

Väntevärde linjärkombination av två slumpvariabler

𝐸(𝑐𝑋 + 𝑑𝑌) = 𝑐𝐸(𝑋) + 𝑑𝐸(𝑌)

Variansen för en summa av två slumpvariabler

Var(𝑋 + 𝑌) = Var(𝑋) + Var(𝑌) + 2Cov(𝑋, 𝑌)

Varians linjärkombination av två slumpvariabler

Var(𝑐𝑋 + 𝑑𝑌) = 𝑐2Var(𝑋) + 𝑑2Var(𝑌) + 2𝑐𝑑Cov(𝑋, 𝑌)

Medelvärde av slumpvariabler
Låt 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 vara oberoende likafördelade slumpvari-
abler med väntevärde 𝜇 = 𝐸(𝑋𝑖) och varians 𝜎2 = Var(𝑋𝑖).
För stickprovmedelvärdet 𝑋 = ∑𝑛

𝑖=1 𝑋/𝑛 gäller då:

Väntevärde för medelvärdet

E(𝑋) = 𝜇

Varians för medelvärdet

Var(𝑋) = 𝜎2

𝑛
Stora talens lag: För alla 𝜖 > 0

𝑃(|𝑋 − 𝜇| > 𝜖) → 0 när 𝑛 → ∞

Centrala gränsvärdesatsen (informellt):

𝑋 approx∼ N(𝜇, 𝜎
√𝑛) för stort 𝑛

Tumregel: approximationen är tillräckligt bra om 𝑛 ≥ 30.
Tumregel för regression: approximationen är tillräckligt bra
om 𝑛 − 𝑘 − 1 ≥ 30, där 𝑘 är antalet förklarande variabler.

Diskreta fördelningar
Geometrisk fördelning: 𝑋 ∼ Geo(𝑝)

𝑃(𝑋 = 𝑥) = 𝑞𝑥−1𝑝 för 𝑥 = 1, 2, …

𝐸(𝑋) = 1
𝑝

Var(𝑋) = 𝑞
𝑝2

https://observablehq.com/@mattiasvillani/geometric-distribution


Binomialfördelning: 𝑋 ∼ Binom(𝑛, 𝑝)

𝑃(𝑋 = 𝑥) = 𝑛𝐶𝑥 ⋅ 𝑝𝑥𝑞𝑛−𝑥 för 𝑥 = 0, 1, 2, … , 𝑛
𝐸(𝑋) = 𝑛𝑝
Var(𝑋) = 𝑛𝑝𝑞

Poissonfördelning: 𝑋 ∼ Pois(𝜆)

𝑃(𝑋 = 𝑥) = 𝑒−𝜆𝜆𝑥

𝑥! för 𝑥 = 0, 1, 2, …

𝐸(𝑋) = 𝜆
Var(𝑋) = 𝜆

Normalfördelning och standardisering
Normalfördelning: 𝑋 ∼ N(𝜇, 𝜎)

𝐸(𝑋) = 𝜇
Var(𝑋) = 𝜎2

Linjärkombination: Om 𝑋 ∼ N(𝜇, 𝜎) och 𝑌 = 𝑐 + 𝑑 ⋅ 𝑋

𝑌 ∼ 𝑁(𝑐 + 𝑑 ⋅ 𝜇, |𝑑| ⋅ 𝜎)

Standardisering: Om 𝑋 ∼ N(𝜇, 𝜎) så

𝑍 = 𝑋 − 𝜇
𝜎 ∼ 𝑁(0, 1)

Andra kontinuerliga fördelningar
Likformig fördelning: 𝑋 ∼ U(𝑎, 𝑏)

𝑓 (𝑥) = 1
𝑏 − 𝑎 för − 𝑎 < 𝑥 < 𝑏

𝐸(𝑋) = (𝑎 + 𝑏)/2
Var(𝑋) = (𝑏 − 𝑎)2/12

Exponentialfördelning: 𝑋 ∼ Expon(𝜆)

𝑓 (𝑥) = 𝜆𝑒−𝜆𝑥 för 𝑥 ≥ 0
𝑃(𝑋 ≤ 𝑥) = 1 − 𝑒−𝜆𝑥

𝐸(𝑋) = 1/𝜆
Var(𝑋) = 1/𝜆2

𝜒2-fördelning: 𝑋 ∼ Chi2(𝜈)

𝐸(𝑋) = 𝜈
Var(𝑋) = 2𝜈

Student 𝑡-fördelning: 𝑋 ∼ 𝑡(𝜈)

𝐸(𝑋) = 0 om 𝜈 > 1

Var(𝑋) = 𝜈
𝜈 − 2 om 𝜈 > 2

Inferens för en population
Konfidensintervall väntevärde känd varians

̄𝑥 ± 𝑧𝛼/2
𝜎

√𝑛

Konfidensintervall väntevärde okänd varians

̄𝑥 ± 𝑡𝛼/2,𝑛−1
𝑠𝑥
√𝑛

Konfidensintervall andel

̂𝑝 ± 𝑧𝛼/2√ ̂𝑝(1 − ̂𝑝)
𝑛

Teststatistika 𝐻0 ∶ 𝜇 = 𝜇0 känd varians

𝑍 = 𝑋 − 𝜇0
𝜎/√𝑛

Teststatistika 𝐻0 ∶ 𝜇 = 𝜇0 okänd varians

𝑇 = 𝑋 − 𝜇0
𝑠𝑥/√𝑛

Teststatistika proportion 𝐻0 ∶ 𝑝 = 𝑝0

𝑍 = ̂𝑝 − 𝑝0

√ 𝑝0(1−𝑝0)
𝑛



Jämföra två oberoende grupper
Teststatistika 𝐻0 ∶ 𝜇1 − 𝜇2 = 𝑑0 okända varianser

𝑇 = 𝑋1 − 𝑋2 − 𝑑0

√𝑠2
1/𝑛1 + 𝑠2

2/𝑛2

Frihetsgraderna i 𝑡-fördelningen under 𝐻0 ges av

𝑑𝑓 =
( 𝑠2

1
𝑛1

+ 𝑠2
2

𝑛2
)

2

1
𝑛1−1 ( 𝑠2

1
𝑛1

)
2

+ 1
𝑛2−1 ( 𝑠2

2
𝑛2

)
2

Jämföra två grupper - parade data
Data som differenser: 𝐷1, 𝐷2, … , 𝐷𝑛, där 𝐷𝑖 = 𝑋1,𝑖 − 𝑋2,𝑖.
𝐷 = ∑𝑛

𝑖=1 𝐷𝑖/𝑛 och 𝑠2
𝐷 är stickprovsvariansen för differ-

enserna.

Teststatistika parade data 𝐻0 ∶ 𝜇1 − 𝜇2 = 𝑑0 okänd varians

𝑇 = 𝐷 − 𝑑0
𝑠𝐷/√𝑛

Enkel linjär regression - inferens
Populationsmodell

𝑌𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖 + 𝜀𝑖 och 𝜀𝑖
iid∼ 𝑁(0, 𝜎𝜀)

Standardfel för 𝑏1

𝑠𝑏1
= 𝑠𝑒

𝑠𝑥√(𝑛 − 1)
Konfidensintervall för 𝛽1

𝑏1 ± 𝑡𝛼/2,𝑛−2 ⋅ 𝑠𝑏1

Teststatistika för 𝐻0 ∶ 𝛽1 = 𝛽(0)
1

𝑇 =
𝑏1 − 𝛽(0)

1
𝑠𝑏1

Prediktionsintervall vid 𝑥⋆

̂𝑦⋆ ± 𝑡𝛼/2,𝑛−2 ⋅ √𝑠2
𝑒
𝑛 + 𝑠2

𝑏1
(𝑥⋆ − ̄𝑥)2 + 𝑠2

𝑒

Multipel linjär regression - inferens
Populationsmodell

𝑌𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1,𝑖 + … + 𝛽𝑘𝑥𝑘,𝑖 + 𝜀𝑖 och 𝜀𝑖
iid∼ 𝑁(0, 𝜎𝜀)

Standardfel för 𝑏𝑗

Komplicerad formel, ges av datorutskift.

Konfidensintervall för 𝛽𝑗

𝑏𝑗 ± 𝑡𝛼/2,𝑛−𝑘−1 ⋅ 𝑠𝑏𝑗

Teststatistika för 𝐻0 ∶ 𝛽𝑗 = 𝛽(0)
𝑗

𝑇 =
𝑏𝑗 − 𝛽(0)

𝑗

𝑠𝑏𝑗

Chi2-test
Teststatistika för 𝜒2-test

𝜒2 = ∑
alla celler

(Obs−Exp)2

Exp

Frihetsgrader för goodness-of-fit:

𝜈 = 𝐾 − 1 där 𝐾 är antalet celler/bins

Frihetsgrader för test av oberoende:

𝜈 = (𝐶−1)⋅(𝑅−1) där 𝐶 är antalet kolumner och 𝑅 är antalet rader.





Skapad av Mattias Villani, Statistiska institutionen, Stockholms universitet.

https://www.su.se/profiles/villani-1.394193
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